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4. ALGORITHM
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4.1 Randomization Operators
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APPENDIX

A. PROOFS

A.1 Proof of Statement 1
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A.2 Proof of Statement 2


4�������������D���	�D#� (;)��
����*�	�/
0
��)&��* (��
c´¹Â�±��/
05���
Y (������
����
º[ÅZ¦�J8
*,0&�4A�*4$����Ã ´�Ã9¨ C�J1Ã º�Ã9¨ 89JK�/
05 Á �s´Q5�º3�3¨ 1s@XdF

�*40�B7l��#/ "
�
� "
0#U�/�$�	��
$5��)�� (:��)�* (��
_J9�D
',0�.7l��� H  (
2
���-(��&�����5U�� (�*4
5' (
��*�� "7�,0�* (�/
 © � E i H j ¯ JK�/
05%�*4� (
! (
��B40�)���*40��O��	
���
*,$���6�)�* (�/

���/�b��
�&��/�	�U�/�Ç@M�D���]�)
�
*,0���U�*4$�������!�	�����/ "
h��N��)&��*-(= H  (������

�/�2´�J��/
05M5> (
�&����	5$C 	 H  (������
�@
�),����9��
��!�*40���	�3�/�	�   (������
����	����´H5!ºZ�)����
$#��*40�D�	������ "
$��5

 (������
�@ �C�/��-" "�'��-(=e (
M�*4� (
	� ����-"-�J��*40���	�%���	� : E � < �9��
�
* "7�-(�����='
�����&P40�'�)
�� H  (������
����	�)���*�	�/
0
��)&��* (��
Ä´�*���
$5h�*4$�	�	���/�	�
: 4
�
< : E �

4� � � < �9�)
�
* "7�-(�%����='
�����&�40�'�)
��   (������
����	�)��´)5�º���
$5
H�	   (������
U���	�)� ´��!º�@\�) "
0&��%�/-"-�&�40�/ (&���
M���	�M��}),� "���	��7$��?
7�-(�)J_�2�3#)��� : 4� < : E �

4� � � <
	 : E � < �)
3�*40�.���	�/70�/7� "-" (�*=%�*40�)�C��N��)&��*-(=  ºE?� (�����6
E���	�D�	�����/ "
0��59@
a8�h���/�b�R´ � &��/
����/ "
S��N���&��*-(=�1 �  (�����6
L���	���³º!J�����4$��;)�

����#)���U�)5�5' (�* (�/
0�/-21 � 	   (������
����	����º��3´P@h���U�'
$�����*4$���
Á ��º��9´*�8¨	8 	 1*J)��
$56�*4$���<��
�=!
*,0&P46 (�����\4$��
¹���	�/70�/7� "-" (�*=A!����
#)���B "
����k´I��@TaB40�D-(�)
��3���	�	��
� "
A��v'�< (������5' (�)���	-(=L����-"-(���.@C�),0�!?
�����* (�/
U79�/,�
05�
��	��
��*�� (&��  ���D (��
T�)&��*,0�/-"-(=U�9�)
�
* "7�-(���s¨R
$��
$:��	�	����	�/70�/7� "-" (�*=0�D;/��-",$��
�@

A.3 Proof of Statement 3


4����������°K����,$
15���
0�)���

!� 4 ~ ¨e� � i 1 � g/j « � i 1 � m j «�­�­�­K« � i 1 � 8>jF� À «
! 4 ~ ¨e�  i 1�3 g/j «  i 1�3 m j «�­�­�­µ«  i 143 8'jF� À ­

�) "
$&��K#�&[¨ &�#�¨�
%����4$�	�	��
k (
��*40�� (5���
��* (�s=H�6�)�*�� "N0��JT���
40�/;��7� 4 ��� � i 1 � �Fj  i 1�3 H j9¨

7�4 - � � � < � � 1 � >  < H 3 1 � > ¨ ��� � � ­
�D���* (&����/-(
���J����	�)� � p ��J$�*40�)�1�����*�� "N � i 1(j_&��/
�7l�3�B�� (�����	
��)


� i 1(j9¨R5' (�)#9� !� 4 � 	 !� 4 !� 4 À «
��4$�	�	��5> (��#$� !� 4 �E5���
0�)����
��*40��5> (��#)��
$��-D�6�)�*�� "Nc�B (�*4 !� 4 ?s&��'�/�	5'?



 "
0�)����
D�)
� (��
C5> (��#)�/
0�/-2��-(���6��
���
�@��C�/�R (�� (
C���)
�=X���!
������*40�)�

/+1¨ ! 7 À !+ � ¨ 7�4 - ���  < 853 1 � > � + �4 - *
6�798?/+1¨ m

²
7� 4 ��� + 4 ! 7 À � i 1oj ! 7 ¨

¨ m
²

7� 4 ��� + 4 ! 7 À ��5> (��#$� !� 4 � 	 !� 4 !� 4 À � ! 7 ¨
¨ m
²

7� 4 ��� + 4 � ! 7 À 5> (��#$� !� 4 � ! 7 	 � !� 4 À ! 7 � ¬ �<¨
¨ m
²

7� 4 ��� + 4 : 7�4 - ��� � < 1 � 1 � >  < 853 1 � > ¬ 	 � 4 � 7 < *
�>6�798O/+�� ")$'& ¨
¨ m
²

7� 4 � � � ! 4 À !+ � � : 7�4 - � � � < 1 � 1 � >  < 823 1 � > ¬ 	 � 4 � 7 < ¨
¨ m
²

7� � ��� + �� :
7�4 � 4 - ���  i 143 H j � < 1 � 1 � >  < 8;3 1 � > ¬ 	

	
7� 4 ��� � 4 � 7  i 143 H j < ¨ m

²
7�� ��� + �� :

7�4 - ��� � 4 - � �  < 853 1 � > ¬ 	

	  i 853 H j < ¨ m
²

7� � � � + �� :  i 853 H j ¬ 	  i 853 H j < ­

A.4 Proof of Statement 4


��������������D���	��;)�3�*40�D-(�����������	�.,�-(�� "
A� m�u �<O��	
���J��/
05M�*4$��


*40���\�*40�)�1�*4$�3�� (#/4��C�/
0�.�F�/-"-(���1
D���	�)���*40�.-(�	���1�/
0�)@C���/
0
* (5����
² � F 4 *� (�1��}),0�/-(

² �-F 4 ¨+² � �

H�I�J ��L H L � 4
*,���� À �%E3�3¨ �
H�IKJ �ML H L � 4Á © ´��TÂY±ÄÃMEeÅ�´�� ¯ ¨

¨
¶�
��� � Á © EeÅRºÄÃ1Ã E�ÃT¨ 1 « EeÅ+´ � ¯ ­

d�
+���*4$���k���/�	5�
�J1����&P4Z�*�	��
$
���&��* (�/
 ´���
*4$��,�-(5+79�M&���,�
�����5+�)

�6�/
�=Z�* (����
��)
����/
�=Z5> "Vl���	��
�� 1o?s
* (:���5W
*,�70
�����
 E Å º� (�
&��/
����/ "
0
�@�^��	�)� 
* (�!��-(��&��)�37� "
0�)������ (&�
U�����'
$���|�*40�)�3 "� H ¨
Á ��º 5�´��*���/
05 H É 1*JT�*40��
�´��D&��/
����/ "
0
 : � 4 < 5' "V9���	�	
�� 1(?*
* (:���5

*,�70
�����
D���Tº!@8a�40���	�������	�)J

² �#F 4 ¨ ¶�
� � � � Á ��º65X´��s�1 � ¨

¨
7� � � 4 � H 1 � � Á © ´��8Â�±ÄÃ Á ��º,5�´����T¨ H'¯ ¨

7� � � 4 � H 1 � ² ��+ � «
��
$5M�*40�3-(���������/�	�3,�-(�Y (
E���	��;)��
K@��C���e���3&��/
�&�4$��&��M�*40�D�� (#/4��
�F�/�	�3,�-(� �P,0
���7�=Y�	����-(�)&� "
0#��*40�+F � � 
1�)&�&��/�	5' "
$#X�����*4$�D-(�	���E������?

�3,�-(��@����D4$��;)��~7� � � 4 � 	3m � � � 4 � H 1 � F � ¨
7� � � 4 � 	3m � � � 4 � H 1 �

7�
� � � �  H � + � ¨

¨ �4�� � � � � 7� 	3m � � � 4 � H 1 � �  H � + � ¨
7�
� � 4 + � �� � � 4 � 	3m � � � 4 � H 1 � �  H �

¨
7�
� � 4 + � � �

4�� - ��� � 	3m � � - � H � � 1����1�� H � �  �� H � � 1������  	 H � 	 1���� ¨
¨

7�
� � 4 + � �  �1����  	 1���� � � 4�� - ��� � 	3m � � - �  	 1����

H � ���  	 1 	 H � ��� ¨

¨
7�
� � 4 + � �  1 � � � 4�� - ��� � 	3m � � -

�  	 1
H � � ¨ + 4 «


* "
0&��D�*40��
*,0� � � 4�� - ��� � 	3m � � -
�  	 1

H � �  (
T:����	�3��4$�	
$��;����  	 1)�Ag�@
a8�����	��;)�M�*40�)�U�����*�� "N6#[79��&��)����
�-(�����	���*�� (��
$#�,�-(�����/�����	�

�*40���*�	�/
0
*���/�	�6�)�* (�/
A���	��� !+!��
$5 !+ � ��� !F\�/
05 !F � Jµ-(���D,$
DO�
$5
40�/� Y !F � 5����9��
05�
C�/
 !FH,0
* "
$#X�*4$�35���O�
� (�* (��
+� m f���@Y F �4 - ¨ �

H�IKJ ��L H L � 4 -Ye
*,���� À - �%E3�T¨
¨ �
H�IKJ ��L H L � 4 -

4 -� 4 ��� � E 4 - < 1 � 1 � > ��
*,���� À4 �%E3�8¨
¨ �
H�I�J ��L H L � 4 -

4 -� 4 ��� � E 4 - < 1 � 1 � > 4 -� � � 4 � 	3m � � � 4 � H 1 � F � �%E « ±C�T¨
¨

4 -� � ��� �� 4 ��� � 	3m � � � 4 � H 1 � � E 4 - < 1 � 1 � >
� ��� 	

� 4 - �
�

H�I�J ��L H L � 4 -F � �%E « ±C��¨
¨

4 -�� ��� � 4 - � �
H�IKJ ��L H L � 4 - �


 I�H �9L 
 L � �
*,���� À �$B!�8¨
¨

4 -�� ��� � 4 - � �

 IKJ ��L 
 L � �Á © E\Ã;B\Å.E\ÅAº « Ã E�Ã�¨@1 � ¯ ��
*,���� À �$B��<¨

¨
4 -� � ��� � 4 - � �


 IKJ � L 
 L � � � 8 	 H1 � 	 H � 
*,���� À � B��<¨ 4 -�� ��� � 4 - � � 8 	 H1 � 	 H � � F � ­
�D���% (�8 (
�&�-(�������*40�)�T�/
�-(=��*40�B-(�����	���*�� (��
$#�-(�3�/�9�*40�1���)�*�� "NU&��/

40�/;��.
0�/
�?s:����	��
�@


